
雙手臂機器人研究報告 

用於一俱偏移於肩膀和手腕的模組化雙手臂機器人的逆運動學解析解 

研究動機與概要 

 基本上，如同 PUMA560般的工業手臂都具有 6個自由度，剛好可以完成 3D空間中的定位

與定向。但要做出如同人類手臂般靈巧的運動，機械手臂就必須具備 7個自由度。加上一冗餘

自由度後，機械手臂可以在定位與定向外額外完成避障、避奇異點等要求。這些都是和機械手

臂運動學相關的任務。在使用手臂的時候，我們會遇到求解逆運動學的問題。一般來說有兩種

方法可以求解逆運動學的解。一種是數值法而另一種是解析法。傳統上使用數值解作為求解方

式。但是在使用數值解時，求雅可比矩陣及其反矩陣非常冗長，且因為關節角度和空間中的位

置與定向並非線性關係，使用此方法求解並不精確。 

 所以，針對實驗室全新開發的模組化 7自由度雙手臂機器人，我們以不同的關節當作冗餘自由度，

求出了該型態機械手臂的逆運動學解析解。該手臂型態最大的特徵是，在肩膀及手腕處皆具有偏移。

圖一中所示即為文中提及的機械手臂，為本中心新設計的雙手臂機器人的其中一隻。 

            
圖一 肩膀及手腕具有偏移的 7自由度模組化機械手臂，這

是由本中心設計的全新雙手臂機器人的其中一隻。 

圖二 模組化零件圖 

 

 
圖三 本手臂結構示意圖 圖四、 本手臂的座標系圖 



主要技術 

1. 模組化零件 

本手臂中安裝馬達、控制器、減速齒輪的部分是由模組化零件構成的，如同圖二所示。

手臂的上臂及下臂可以安裝在該模組化零件的 A及 B處。除此之外，零件上另設有一鏤空

區，便於維修及更換控制器。模組化零件使的本手臂的組裝更簡化。  

2. 逆運動學解析解 

如同圖三所示，因為肩膀和手腕處皆具有偏一，我們並不能使用常用的固定手臂角度

法求解逆運動學解析解。因此，我們使用固定關節法。首先，令第一軸為冗餘參數求出一

解析解。另一組解析解是令第二軸為冗餘參數求出的。 

在接下來的篇幅中，我們將      
 定義成相對於座標系 b，且某個參數 c的值為 d時，

A的值。除此之外，如同圖三和圖四中所示，座標系 0和座標系 1的原點定義為  ，但兩

座標系的定向不同。座標系 2的原點為  ，座標系 3的原點為  。座標系 4及座標系 5的

原點為         ，其中兩者具有不同的定向。最後，座標系 6和座標系 7的原點分別為  和

    。 

 
 

表格 1 DH參數 圖五 求解第二軸角度時使用的投影三角形 

 

  
圖六 由         、   、和         構成的三

角形 

圖七 當除了第一軸，其他關節都固定時，虛擬手腕點

的移動軌跡 

A. 以第一軸為冗餘關節時的逆運動學解析解 

在已知機械手臂末端的定位  
 和定向  

 ，我們可以求解座標系 6原點的位置  
 ： 



 

其中  
 為由末端點位置到手腕位置的向量。下一步，由於第一軸的角度已知，我們也可以求出

肩膀的原點的位置，  
 ： 

 

接著我們就可以求出相對於座標系 1的點  
 和  

 ：  
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下一步要找出       

 ，如同圖五所示。我們可以藉著投影三角形求出第二軸角度： 
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其中 為三角形 1的的其中一個內角，   為  
 到       

 。目前為止，我們已求出第一軸及第二

軸  和  ，現在我們可以藉由下面的式子求出第七軸及第六軸的角度： 
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其中    代表 R 矩陣第 i 列，第 j 欄的值。由以上求得的第一軸、第二軸、第六軸、第七軸的

角度，我們可以求出         和         ： 
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圖八 冗餘圓在    的平面上的投影 



 Toffset dP 32 00=           (12) 

接著，藉由投影在座標系 2的 z軸座標為   的平面，由         、  、和         ，我們可以

求出第三軸和第四軸的角度：  
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其中          
 為  ，  

 為  ，如同表 1所示。而         
 可以由簡單的使用尤拉距離公式求出。 

到此，僅剩第五軸的角度上為求出。第五軸的角度可藉由下式求出： 
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到此，我們已由已知手臂末端點的位置與定向，求出所有座標軸的角度。並且是以第一軸為冗

餘關節。 

B. 以第二軸為冗餘關節時的逆運動學解析解 

由於使用模組化零件的關係，本手臂在組裝時第一軸和第二軸可以互換順序。這代表

第一軸和第二軸對於末端點位置和定向具有類似的影響。因此，為了使逆運動學的解析解

更完整，我們接著求出以第二軸角度值為冗餘參數的逆運動學解析解。當我們知道第一軸

關節值時，         可以輕易的被求出，接著可以(6)和(7)求出第二軸關節的值。反過來

說，當已知第二軸關節值時，我們可藉由圖七中的軌跡圓，求出第一軸關節值。接著使用

(8)到(17)可以求出所有關節的角度。如同圖七所示，  在一以  為圓心的圓上。基於如

圖四所示，我們訂定的手臂座標系，  和         間的距離，和我們定義一新的虛擬手腕點，

          ，和         間的距離是一樣的。定義該虛擬首萬點後，我們可以求出  和  的

距離： 
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其中       
 為該軌跡圓的半徑，  

         
是虛擬手腕點和手臂原點  的距離。下一步，我們可

以藉由如圖八所示的投影三角形，求出第一軸關節值： 
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      和       可以使用   
  

 
 作為參數分別表示為兩個二次式。把(20)整理成一一元二次式

後，我們可以求出第一軸關節值。我們可以藉由(4)到(7)確認該一元二次式的解何者為正確

解。 

 

圖九 基於機械手臂的關節限制，所畫出的手臂姿勢圖。圖九(a)是以第一軸關節值為冗餘參

數所畫出的，而圖九(b)中，則是以第二軸關節值為冗餘參數。末端點的位置是由(23)和(24)

決定的。 

實驗結果 

 為了驗證以上所推導的逆運動學解析解的正確性，以下將以程式模擬驗證。模擬將以本中

心特製的模組化、於肩膀及手腕具偏移的手臂，如圖一所示。除此之外，各軸座標系的設置如

同圖四所示。此種模組化的手臂的優點之一是每個軸作 360度的轉動，然而在考慮手臂工作環

境後，如同表一所示，我們對每個軸加上了角度限制。假設有一末端目標點座標及定向旋轉矩

陣為： 

 Td
P 0.60.30.1=7

0
1        (23) 















 

001

010

100

=7

0
1 R

d
          (24) 



我們分別驗證了以第一軸及第二軸關節值為冗餘參數的的解析解。在圖九(a)中，第一軸關節

值為最大值時，七軸角度值各為： 

                                                                     

為最小值時各軸角度為 

                                                                      

如圖九(b)中所示，第二軸關節值為最大值時，各軸角度分別為： 

                                                                     

為最小值時各軸角度為： 

                                                                      

再經由齊次轉換矩陣計算順向運動學即可驗證以上推導的逆運動學解析解均正確。 

未來應用 

藉著推導一七自由度具冗餘關節的模組化手臂，我們可以更快更精確的計算運動學問題。

並且藉著新設計的模組化零件，也讓本手臂的組裝更為容易。   


